
Ñæàòîå èçìåðåíèå (Compressed Sensing) è

ïîïåðå÷íèê øàðà â ℓN∞

11 ìàÿ 2019 ã.

Ïóñòü x ∈ R
N
, ãäå ðàçìåðíîñòü N î÷åíü âåëèêà. Ïðåäïîëîæèì, íàì

íå äîñòóïåí âåêòîð x, ìû ìîæåì ëèøü èçìåðèòü n ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-

äåíèé:

y = (〈x, ϕ1〉, 〈x, ϕ2〉, . . . , 〈x, ϕn〉) = Φx ∈ R
n,

ãäå n < N (èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà n íàìíîãî ìåíüøå N), è õîòèì

âîññòàíîâèòü x ïî y. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâîçìîæíî. Íàëîæèì óñëîâèå,

÷òî x ÿâëÿåòñÿ s-ðàçðåæåííûì:

‖x‖0 := #{j : xj 6= 0} 6 s

èëè õîòÿ áû õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ òàêèìè âåêòîðàìè:

σs(x)1 := inf
x′ : ‖x′‖06s

‖x− x′‖1.

(Íàïðèìåð, êàðòèíêè õîðîøî ïðèáëèæàþòñÿ ðàçðåæåííûìè âåêòîðàìè,

â áàçèñå âñïëåñêîâ.)

�àññìîòðèì çàäà÷ó

‖z‖0 → min, Φz = y.

Åñëè ëþáûå 2s ñòîëáöîâ ìàòðèöû Φ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî z = x äëÿ

s-ðàçðåæåííûõ x, ïîñêîëüêó ‖x − z‖0 6 ‖x‖0 + ‖z‖0 6 2s, Φ(x − z) = 0.
Ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ äëÿ n = 2s è ëþáîãî N > n. Ïðîáëåìà, îäíàêî,
â òîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèä¼òñÿ ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå s-
ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà {1, . . . , N}, à ýòî òðóäíî.
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Çàìåíèì ‖ · ‖0 íà ‖ · ‖1:

‖z‖1 → min, Φz = y. (1)

Çàäà÷à (1) âûïóêëàÿ è åñòü ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ å¼ ðåøåíèÿ.

(Ïî÷åìó ℓ1, à íå ℓ2, ñêàæåì? Ìèíèìèçàöèÿ ℓ1-íîðìû äà¼ò ðàçðåæåííûå

ðåøåíèÿ.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç zΦ(y) ðåøåíèå çàäà÷è (1). Ïðè êàêèõ óñëî-

âèÿõ íà Φ èìååì zΦ(Φx) = x äëÿ ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ?

Âñþäó äàëåå

KerΦ = {x : Φx = 0}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ ∈ Mat(n×N), s ∈ N, è âûïîëíåíî óñëîâèå:

∀u ∈ KerΦ
‖u‖2
‖u‖1

6
1

4
s−1/2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R
N
èìååì

‖x− zΦ(Φx)‖2 6 s−1/2σs(x)1,

‖x− zΦ(Φx)‖1 6 4σs(x)1.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ s-ðàçðåæåííûõ x ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî è

ñîâïàäàåò ñ x.

Çàìå÷àíèå: â îáðàòíóþ ñòîðîíó òîæå âåðíî: åñëè u ∈ KerΦ, òî zΦ(Φu) =
zΦ(0) = 0, ‖u‖2 6 s−1/2σs(u)1 6 s−1/2‖u‖1.

Âñïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà supu∈Ln ‖u‖2/‖u‖1 âîçíèêàåò â ïîïåðå÷íèêå

ïî �åëü�àíäó:

dn(BN
1 , ℓN2 ) = inf

codimLn6n
sup

u∈BN
1
∩Ln

‖u‖2 = inf
codimLn6n

sup
u∈Ln

‖u‖2
‖u‖1

.

Çíà÷èò, õîðîøèå èçìåðèòåëüíûå ìàòðèöû Φ � òå, äëÿ êîòîðûõ Ln =
KerΦ äà¼ò îöåíêó ïîïåðå÷íèêà.

Òåîðåìà 2.

dn(BN
1 , ℓN2 ) = dn(B

N
2 , ℓN∞) 6 C

√

log 2N
n

n
.
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Çàìå÷àíèå 1: âåðõíÿÿ îöåíêà òî÷íà, îäíàêî ìû íå áóäåì ýòî äîêàçû-

âàòü.

Çàìå÷àíèå 2: îöåíêà ïîïåðå÷íèêà øàðà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â íà-

õîæäåíèè ïîðÿäêîâ ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà dn(W
r
p , Lq) â òîé îá-

ëàñòè, ãäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû íå îïòèìàëüíû.

Çàìå÷àíèå 3: âñå èçâåñòíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ � ñëó÷àéíûå.

Çàìå÷àíèå 4: ïðè n ≍ N ïîëó÷àåì, ÷òî ℓ1 è ℓ2-íîðìû ïðîïîðöèîíàëü-

íû íà Ln
:

N−1/2
6

‖u‖2
‖u‖1

6 cn−1/2 ≍ N−1/2, u ∈ Ln.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ n < N ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Φ ∈ Mat(n×N),
ïîçâîëÿþùàÿ ý��åêòèâíî âîññòàíàâëèâàòü s-ðàçðåæåííûå âåêòîðà x ∈
R

N
ïî n èçìåðåíèÿì, ãäå s ≍ n

log 2N
n

.

Ñêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè

(RIP � Restrited Isometry Property) ñ ïàðàìåòðàìè δ ∈ (0, 1) è s ∈ N,

åñëè

(1− δ)‖x‖2 6 ‖Φx‖2 6 (1 + δ)‖x‖2, ∀x : ‖x‖0 6 s.

Òåîðåìà 3. Åñëè Φ ∼ RIP (δ, s), òî

∀u ∈ KerΦ
‖u‖2
‖u‖1

6
2

1− δ
s−1/2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Φi,j ∼ N(0, 1
n
), 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N , δ ∈ (0, 1).

Òîãäà äëÿ s 6 c1(δ)n/ log(2N/n) ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1 − exp(−c2(δ)n)
ìàòðèöà Φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì RIP(δ, s).

Ñëåäñòâèå 2. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé èçìåðèòåëüíîé ìàòðèöû Φ ñ

áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî âçÿòü ðåàëèçàöèþ ìàòðèöû èç íåçàâè-

ñèìûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí Φi,j ∼ N (0, 1
n
).

Çàìå÷àíèå: âìåñòî íîðìàëüíûõ âåëè÷èí ìîæíî áðàòü Φi,j = ±n−1/2

ñî ñëó÷àéíûìè íåçàâèñèìûìè çíàêàìè.

Çàìå÷àíèå: íîðìèðîâêà EΦ2
i,j =

1
n
îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî

E‖Φx‖22 =
n

∑

i=1

E

N
∑

j=1

ξ2i,jx
2
j = ‖x‖22.
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Òåîðåìà 2 áûëà äîêàçàíà ñ ëèøíèì ëîãàðè�ìîì â ðàáîòå Êàøèíà

1977 ãîäà, óòî÷íåíà �ëóñêèíûì è �àðíàåâûì. Òåîðèþ ñæàòîãî èçìåðåíèÿ

ðàçðàáîòàëè Donoho, Tao, Candes â 2000-õ.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâàì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì u = x − zΦ(Φx) è îöåíèì ‖u‖.
Ìû èìååì u ∈ KerΦ (ïî îïðåäåëåíèþ zΦ) è ‖x − u‖1 = ‖z‖1 6 ‖x‖1.
Îöåíêà íà ‖u‖2 áóäåò ñëåäîâàòü èç îöåíêè ‖u‖1 è ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà

KerΦ.
Îöåíèì ‖u‖1. Âîçüì¼ì T ìíîæåñòâî s íàèáîëüøèõ êîîðäèíàò x. Èìå-

åì ‖u‖1 6 ‖uT‖1 + ‖uT c‖1,

‖uT‖1 6 s1/2‖uT‖2 6 s1/2‖u‖2 6 s1/2
1

4
s−1/2‖u‖1 =

1

4
‖u‖1.

×åðåç xT îáîçíà÷èì âåêòîð x, â êîòîðîì êîîðäèíàòû j 6∈ T çàìåíåíû íà

0. ×åðåç T c
îáîçíà÷àåì äîïîëíåíèå T .

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ s-ðàçðåæåííûì, x = xT . Òîãäà

u = 0, èíà÷å

‖x− u‖1 = ‖xT − uT‖1 + ‖uT c‖1 > ‖x‖1 − ‖uT‖1 + ‖uT c‖1 > ‖x‖1,

÷òî íåâîçìîæíî (ò.å.: u íå ñêîíöåíòðèðîâàí, ïîýòîìó âû÷èòàíèå u óâå-

ëè÷èâàåò íîðìó x). Â îáùåì ñëó÷àå ‖xT c‖1 = σs(x)1,

‖uT c‖1 6 ‖xT c‖1 + ‖(x− u)T c‖1,

‖(x−u)T c‖1 = ‖x−u‖1−‖(x−u)T‖1 6 ‖x‖1+‖uT‖1−‖xT‖1 = ‖xT c‖1+‖uT‖1.
Ñëåäîâàòåëüíî. ‖uT c‖1 6 2σs(x)1 + ‖uT‖1. Îòñþäà: ‖u‖1 6 2‖uT‖1 +
2σs(x)1 6

1
2
‖u‖1 + 2σs(x)1, ÷.ò.ä.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 3 è 4 âëåêóò òåîðåìó 2. Äåéñòâèòåëüíî, �èê-

ñèðóåì δ = 1/2, ïîñòðîèì RIP-ìàòðèöó (δ, s), s ≍ n/ log(2N/n), å¼ íóëü-
ïðîñòðàíñòâî KerΦ äàñò íóæíóþ îöåíêó äëÿ ïîïåðå÷íèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Âîçüì¼ì u ∈ KerΦ, ‖u‖1 = 1. �àçîáü¼ì êî-

îðäèíàòû â R
N
íà ãðóïïû Tj ïî s øòóê, â T0 âêëþ÷èì ñàìûå áîëüøèå

ïî ìîäóëþ êîîðäèíàòû, â T1 � ñëåäóþùèå, è ò.ä.
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Î÷åâèäíî, ‖u‖2 6 ‖uT0
‖2 + ‖uT c

0
‖2. Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå: ïóñòü

a0 = minj∈T0
|uj|, òîãäà ‖u‖1 > sa0, a0 6 1/s,

‖uT c
0
‖22 =

∑

j 6∈T0

|uj|2 6 a0
∑

j

|uj| 6 1/s.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ RIP:

‖uT0
‖2 6 (1− δ)−1‖ΦuT0

‖2.

Â ñèëó Φu = 0, èìååì ΦuT0
= −∑

j>1ΦuTj
, íîðìà ýòîãî âåêòîðà íå ïðå-

âîñõîäèò (1 + δ)
∑

j>1 ‖uTj
‖2. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè êîîðäèíàò,

‖uTj+1
‖2 6 s−1/2‖uTj

‖1, j > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè aj := mini∈Tj
|ui|, òî íîðìà ñëåâà íå áîëüøå s1/2aj ,

à íîðìà ñïðàâà íå ìåíüøå saj. Îòñþäà

∑

j>1

‖uTj
‖2 6 s−1/2

∑

j>0

‖uTj
‖1 6 s−1/2.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖u‖2 6 (1 +
1 + δ

1− δ
)s−1/2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå èç òåî-

ðèè êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ f : Rk → R ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé

1:
|f(x)− f(y)| 6 ‖x− y‖2, ∀x, y ∈ R

k.

Òîãäà äëÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξk), ãäå ξj ∼ N (0, 1) è íåçà-

âèñèìû, è t > 0, èìååì

P(|f(ξ)−Mf(ξ)| > t) 6 2 exp(−t2/2),

ãäå Mf(ξ) � ìåäèàíà âåëè÷èíû f(ξ).
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Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f(ξ) ñèëüíî ñêîíöåíòðèðîâàíà

âîêðóã ñâîåé ìåäèàíû M ; ñëåäîâàòåëüíî, |Ef(ξ)−M | 6 C, à äëÿ f > 0
èìååì |(Ef(ξ)p)1/p − M | 6 Cp, p ∈ [1,+∞). (Óïðàæíåíèå!) Îòñþäà, â

÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ f :

P(|f(ξ)− (Ef(ξ)2)1/2| > t) 6 c1 exp(−c2t
2). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Íóæíî îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâà 1−δ 6 ‖Φx‖2 6
1 + δ äëÿ âñåõ x èç ìíîæåñòâà

ΣN
s := {x ∈ R

N : ‖x‖2 = 1, ‖x‖0 6 s}.

Çà�èêñèðóåì âåêòîð x∗
åäèíè÷íîé äëèíû. Îòîæäåñòâëÿÿ ïðîñòðàí-

ñòâî ìàòðèö ñ R
nN
, ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ f(M) = ‖Mx∗‖2 ÿâëÿåòñÿ

1-ëèïøèöåâîé ïî M :

|‖M1x
∗‖2 − ‖M2x

∗‖2| 6 ‖(M1 −M2)x
∗‖2 6 ‖M1 −M2‖2→2 6 ‖M1 −M2‖F .

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ξ =
√
nΦ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç N (0, 1). Èìååì

Ef(Ξ)2 =
n

∑

i=1

E

N
∑

j=1

ξ2i,j(x
∗
j )

2 = n.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî êîíöåíòðàöèÿ

P(|f(Ξ)− n1/2| > t) 6 c exp(−ct2),

P(|‖Φx∗‖2 − 1| > t) 6 c exp(−cnt2).

Ìû ïîëîæèì t := δ/4.
Äàëåå ìû ïîñòðîèì (δ/4)-ñåòü M äëÿ ìíîæåñòâà ΣN

s è îáåñïå÷èì

íåðàâåíñòâî

(1− δ/4)‖x‖2 6 ‖Φx‖2 6 (1 + δ/4)‖x‖2, ∀x ∈ N . (3)

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà èç êîîðäèíàò T ⊂ {1, . . . , N}, |T | = s, íóæíî
ïîñòðîèòü (δ/4)-ñåòü â ñ�åðå â R

T
. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, äëÿ ýòîãî äî-

ñòàòî÷íî (3/(δ/4))s 6 (c/δ)s òî÷åê. Ïîñêîëüêó âñåãî íàáîðîâ êîîðäèíàò

(

N
s

)

6 (eN/s)s, ïîëó÷àåì

|M| 6 (eN/s)s(c/δ)s 6 (
cN

sδ
)s.
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Âåðîÿòíîñòü, ÷òî íåðàâåíñòâî â (3) íàðóøèòñÿ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî

x ∈ M, íå ïðåâîñõîäèò

|M| · c1 exp(−c2nδ
2) 6 c1 exp(−c2nδ

2 + s log(
c3N

sδ
)).

Ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå exp(−c(δ)n) ïðè âûáðàííîì íàìè s, ñëåäîâàòåëüíî,
ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíåíî (3).

Èç (3) è òîãî, ÷òî M � (δ/4)-ñåòü äëÿ ΣN
s , âûòåêàåò íóæíîå íàì

íåðàâåíñòâî äëÿ âñåãî ΣN
s (óïðàæíåíèå!).
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