
Ïðèáëèæåíèå ìíîæåñòâ ëèíåéíûìè

ïðîñòðàíñòâàìè

17 íîÿáðÿ 2018 ã.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L ⊂ H � ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ H áëèæàéøàÿ â L òî÷êà åñòü PLx, íî ÷òî
åñëè íóæíî ïðèáëèçèòü ìíîæåñòâî òî÷åê M ⊂ H?

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è:

1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå. Ïóñòü M = {x1, . . . , xN},

inf
dimL6n

1

N

N∑
k=1

|xk − PLxk|2.

Èíôèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ðàçìåðíî-
ñòè íå âûøå n. Çàäà÷à èìååò ñìûñë è äëÿ áåñêîíå÷íîãî M , åñëè
íà í¼ì çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, èëè, äðóãèìè, ñëîâàìè, çàäàí
ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ ξ(ω) ∈M :

inf
dimL6n

E|ξ − PLξ|2.

2. �Ïîïåðå÷íèê� � îäíîâðåìåííîå ïðèáëèæåíèå âñåõ òî÷åê:

dn(M,H) := inf
dimL6n

sup
x∈M
|x− PLx|.

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîëìîãîðîâñêèì ïîïåðå÷íèêîì ìíîæå-
ñòâà M â H ðàçìåðíîñòè n.
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Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå

Àôôèííîå ïðèáëèæåíèå

Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñîäåðæàò íîëü. Àôôèííûå � ïðîèçâîëüíûå
ñäâèãè ëèíåéíûõ: L+ y0 = {l + y0 : l ∈ L}.

Îïåðàòîð îðòîïðîåêöèè íà L + y0 óæå íå ëèíåéíûé, à àôôèííûé:
PL+y0x = y0 + PL(x − y0). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîãî îòíîøåíèÿ ïî âñåì àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâàì:

inf
y0,dimL6n

1

N

N∑
k=1

|xk − Py0+Lxk|2.

Îêàçûâàåòñÿ, îïòèìàëüíûé ñäâèã y0 ýòî öåíòð ìàññ òî÷åê:

ŷ0 =
1

N

N∑
k=1

xk. (1)

Ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé ñäâèãîì íà ŷ0. Ïðîâåðèì ýòî.
Ïóñòü x1, . . . , xN ∈ R, òîãäà

∑N
k=1(xk − y)2 ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ,

îíà èìååò ìèíèìóì ïðè y = (x1 + . . . + xN)/N . Åñëè xk è y âåêòîðà,
òî âûðàæåíèå

∑N
k=1 |xk − y|2 ðàñïàäàåòñÿ íà îäíîìåðíûå êîìïîíåíòû, è

ñíîâà y = (x1 + . . .+ xN)/N . Äàëåå, çàôèêñèðóåì L:
∑
|xk − PL+y0xk|2 =∑

|xk − PLxk − (y0 − PLy0)|2, ïîýòîìó îïòèìàëüíûé ñäâèã ïðîñòðàíñòâà
L � íà âåêòîð y0, òàêîé ÷òî y0 − PLy0 = 1

N

∑
(xk − PLxk). ßñíî, ÷òî ŷ0

ãîäèòñÿ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà íà ÿçûêå ìàòðèö

Ïóñòü M = {x1, . . . , xN ∈ Rd}. Çàïèøåì xj ïî ñòîëáöàì â ìàòðèöó X.
ßñíî, ÷òî åñëè xj ïðèáëèæåíû ýëåìåíòàìè yj èç n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
òî ìàòðèöà Y èç ñòîëáöîâ yj èìååò ðàíã n. Ñëåäîâàòåëüíî,

inf
dimL6n

N∑
k=1

|xk − PLxk|2 = inf
dimL6n, y1,...,yN∈L

N∑
k=1

|xk − yk|2 =

= inf
rkY 6n

d∑
i=1

N∑
k=1

|Xi,k − Yi,k|2 = inf
rkY 6n

‖X − Y ‖2F .
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Âåëè÷èíà ‖A‖F = (
∑
A2

i,k)1/2 íàçûâàåòñÿ íîðìîé Ôðîáåíèóñà.

SVD � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà N1×N2. Ñóùåñòâóåò ðàçëî-

æåíèå ìàòðèöû A âèäà:

A = UΣV t,

ãäå U è V � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, à Σ � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè,

ðàâíûìè íóëþ âíå äèàãîíàëè, è íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè

σ1 > σ2 > . . . , σmin(N1,N2) > 0

íà äèàãîíàëè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (σ1, σ2, . . .) íå çàâèñèò îò âûáîðà

ðàçëîæåíèÿ.

ßñíî, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö èç ðàçëîæåíèÿ UΣV t åñòü N1×N1, N1×N2

è N2×N2, ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëà σj íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè
ìàòðèöû A è îáîçíà÷àþòñÿ σj(A).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî max |Ax|/|x| = σ1(A).

Òåîðåìà 2. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû A ìàòðèöàìè ðàíãà íå

âûøå n ïî íîðìå Ôðîáåíèóñà ðàâíî

inf
rkB6n

‖A−B‖F = {
∑
k>n

σk(A)2}1/2

è äîñòèãàåòñÿ íà ìàòðèöå B := UΣ(n)V t, ãäå Σ(n) ïîëó÷åíî çàìåíîé â

Σ ÷èñåë σk, k > n, íà íóëè.

Ïóñòü u1, . . . , uN1 � ñòîëáöû ìàòðèöû U , à v1, . . . , vN2 � ñòîëáöû ìàò-
ðèöû V . ßñíî, ÷òî îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â RN1 è
RN2 , ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâåíñòâî A = UΣV t ðàâíîñèëüíî AV = UΣ, òî
åñòü

Avj = σjuj, j = 1, . . . , N2. (2)

Âèäåí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë SVD ïðè N1 = N2: îïåðàòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ìàòðèöå A, ñíà÷àëà ïîâîðà÷èâàåò íåêîòîðûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ {vj}, ïåðåâîäÿ åãî â {uj}, à ïîòîì ðàñòÿãèâàåò (êàæäûé
âåêòîð â ñâî¼ êîëè÷åñòâî ðàç).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûé ôàêò èç ëè-
íåéíîé àëãåáðû î òîì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà äèàãîíàëèçóåìà â îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ò.å. A = At äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå A = UΣU t.
(Áóäåò ëè ýòî ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì? Åñëè íåò, òî êàê åãî ïîëó-
÷èòü?)

Íà÷í¼ì ñ åäèíñòâåííîñòè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Èìååì

AAt = UΣV tV ΣtU t = U(ΣΣt)U t.

Ìàòðèöà ΣΣt äèàãîíàëüíà ñ ÷èñëàìè σ2
k íà äèàãîíàëè. ßñíî, ÷òî ýòè

÷èñëà ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöà AAt, à òå îïðå-
äåëåíû îäíîçíà÷íî.

Ïîñòðîèì {uj} è {vj} ñî ñâîéñòâîì (2). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî AAt

ñèììåòðè÷íà è äèàãîíàëèçóåìà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {uj} (ýòî è
áóäóò èñêîìûå âåêòîðà): AAtuj = λjuj. Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà

íåîòðèöàòåëüíû λj = 〈AAtuj, uj〉 = |Atuj|2. Ïîëîæèì σj := λ
1/2
j (ýòî

è áóäóò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà) è vj := σ−1j Atuj (äëÿ òåõ j, äëÿ êîòîðûõ
λj 6= 0), òîãäà

Avj = AAtuj = σ−1j λjuj = σjuj.

Âåêòîðà {vj} íîðìèðîâàíû ïî ïîñòðîåíèþ è îðòîãîíàëüíû:

〈vj, vk〉 = 〈Atuj, A
tuk〉 = 〈AAtuj, uk〉 = λj〈uj, uk〉 = 0, j 6= k.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè âåêòîðîâ {vj} ïîëó÷èëîñü ìåíüøå, ÷åì íóæ-
íî, ìîæíî äîïîëíèòü èõ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì (ïðîâåðüòå (2)!).

Ïåðåéä¼ì êî âòîðîé òåîðåìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ‖A−B‖2F >
∑

k>n σ
2
k(A)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ðàíãà 6 n. Ïîñêîëüêó ‖A‖F = ‖UA‖F = ‖AV ‖F
äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö U , V (ïî÷åìó?), òî äåëî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A = Σ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü Σ êâàäðàòíîé
(�îòðåæåì� ëèøíèå ñòîëáöû/ñòðîêè, îíè íè íà ÷òî íå âëèÿþò).

Äàëåå áóäåò óäîáíåå âñåãî âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è:
ìû ïðèáëèæàåì âåêòîðà-ñòîáëöû ìàòðèöû A, {σ1e1, . . . , σNeN} íåêîòî-
ðûì n-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L, è õîòèì îöåíèòü ñíèçó ñóììó∑
|σkek − PLσkek|2 =

∑
k

|σkek|2 −
∑
k

|PLσkek|2 =
∑
k

σ2
k −

∑
k

σ2
k|PLek|2.
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Îöåíèì ñâåðõó âû÷èòàåìóþ ñóììó. Âîçüì¼ì â L îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ ϕ1, . . . , ϕn, è çàïèøåì:∑

k

σ2
k|PLek|2 =

∑
k

σ2
kwk, wk := |PLek|2 =

∑
i

〈ek, ϕi〉2.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà wk: îíè ëåæàò íà îòðåçêå [0, 1] è èõ ñóììà ôèêñèðî-
âàíà: ∑

wk =
∑
i,k

〈ek, ϕi〉2 =
∑
i

|ϕi|2 = N − n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììó, íóæíî ïîñòàâèòü wk = 1
ïðè íàèáîëüøèõ ìíîæèòåëÿõ, òî åñòü σ2

1, . . . , σ
2
n. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïîïåðå÷íèêè

Óòâåðæäåíèå 1: dn(A,H) = dn(−A,H). Î÷åâèäíî.
Óòâåðæäåíèå 2: dn(A,H) = dn(convA,H). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìî-

æåì ïðèáëèçèòü òî÷êè xi ≈ yi ∈ L, òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ
∑
λixi ≈∑

λiyi ∈ L.
Ñëåäñòâèå: dn(A,H) = dn(convA ∪ (−A), H).
Ïîýòîìó îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïîïåðå÷íèêè äëÿ âûïóêëûõ öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íûõ òåë.
Ðàññìîòðèì îêòàýäð BN

1 = {x ∈ RN :
∑N

i=1 |xi| 6 1}.

Òåîðåìà 3.

dn(BN
1 , `

N
2 ) =

√
N − n
N

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó ñíèçó. dn(BN
1 ) = dn({e1, . . . , eN}). Ïî-

ñêîëüêó ìàêñèìóì íå ìåíüøå ñðåäíåãî, äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà L̂ èìååì

dn({e1, . . . , eN})2 >
1

N

∑
|ej − PLej|2 >

1

N

N∑
k=n+1

σk(Id) =
N − n
N

.

Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷åíà.
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Âñïîìèíàÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû, âèäèì ÷òî ñóììà

∑
|ej − PLej|2 = N −

∑
j

|PLej|2 = N −
N∑
j=1

n∑
k=1

〈ej, vk〉2 = N − n

äëÿ ëþáîãî L! Çíà÷èò, íóæíî íàéòè ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàâíîóäàë¼ííîå îò
áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü òàêèå îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðà v1, . . . , vn,
÷òî

n∑
k=1

〈ej, vk〉2 ≡ const, j = 1, . . . , N.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó N × n ñ îðòîíîðìèðîâàí-
íûìè ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè îäèíàêîâîé äëèíû. Îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå çà-
äà÷è.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññè÷åñêèé ïðèìåð, ñ êîòîðîãî íà÷èíàëàñü òåî-
ðèÿ ïîïåðå÷íèêîâ. Â RN âîçüì¼ì ýëëèïñîèä

E(a1, . . . , aN) = {x ∈ RN :
N∑
k=1

(xk/ak)2 6 1.}

Ýòî ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿìè a1, . . . , aN , ñ÷èòàåì ÷òî a1 > a2 > . . . > aN .

Òåîðåìà 4.

dn(E(a1, . . . , aN), `N2 ) = an+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.
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