
Ïðèáëèæåíèå ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè

ÏóñòüH � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L ⊂ H. Ìû çíàåì, ÷òîH = L⊕L⊥,
ò.å. ëþáîé x ∈ H îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = l + l′, l ∈ L,
l′ ⊥ L (íàïîìíèì: l � áëèæàéøèé ê x â L, ðàçíîñòü x − l îðòîãîíàëü-
íà, ò.ê. èíà÷å îáðàçóåòñÿ îñòðûé óãîë è ðàññòîÿíèå ìîæíî óìåíüøèòü).
Îòîáðàæåíèå PL : x 7→ l íàçûâàåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî
L. Íàïîìíèì åãî ñâîéñòâà:

• PL � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà H;

• PL � ïðîåêòîð íà L, òî åñòü PLx ∈ L è PLy = y äëÿ y ∈ L;

• PLx � åäèíñòâåííûé áëèæàéøèé ê x ýëåìåíò L:

|x− y|2 = |x− PLx|2 + |PLx− y|2 äëÿ y ∈ L.

Òåì ñàìûì, ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ x íà L åñòü PLx (òî÷íåå, îäíî-
òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {PLx}), ÷òî ïîçâîëÿåò íàì èñïîëüçîâàòü äëÿ
íèõ îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå P .

Ñëåäñòâèå: åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà óñòðîåíû ïðîùå â ñìûñëå àï-
ïðîêñèìàöèè, íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì çà-
äà¼òñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå: ñèñòåìà u1, . . . , un ∈ H îðòîíîðìèðîâàíà, åñëè |ui| =
1 è 〈ui, uj〉 = 0 ïðè i 6= j.

Óòâåðæäåíèå: åñëè u1, . . . , un � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ L, òî îð-
òîïðîåêòîð èìååò âèä

PLx =
n∑
k=1

〈x, uk〉uk.

Åñëè H ñåïàðàáåëüíî, òî â í¼ì ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
(ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà) u1, . . . , un, . . .. Ïóñòü dimH = ∞.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ H èìååì

x =
∞∑
k=1

〈x, uk〉uk � ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {uk},

|x|2 =
∞∑
k=1

〈x, uk〉2 � ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.
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Ïðè ýòîì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïåðâûìè n ôóíêöèÿìè uk äà¼òñÿ ÷à-
ñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå.

Îðòîãîíàëèçàöèÿ: ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xn ∈
H ìîæíî ïðåâðàòèòü â îðòîãîíàëüíóþ � èç xk âû÷èòàåì îðòîïðîåêöèþ
íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå x1, . . . , xk−1.

Ìàòðèöà Ãðàìà: Gi,j = 〈xi, xj〉. Ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, ò.ê. å¼ îïðå-
äåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû.

Ïðèìåð: ïðîñòðàíñòâî L2[0, 2π] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà: {1,
√
2 cos kx,

√
2 sin kx}∞k=1 � îðòîíîðìè-

ðîâàíà, ðÿä Ôóðüå:

f =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx,

ãäå ak =
1
π

∫ 2π

0
f(x) cos kx dx, bk =

1
π

∫ 2π

0
f(x) sin kx dx.

Çàìå÷àíèå: òåîðèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé
ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì C. Â ýòîì ñëó÷àå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
òðåáóþòñÿ ñâîéñòâà: 〈y, x〉 = 〈x, y〉, ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó è è àíòèëè-
íåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó: 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉, è 〈x, x〉 > 0 ïðè x 6= 0.

Ïðèìåð: ïðîñòðàíñòâî LC
2 [0, 2π] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â êîìïëåêñíîé ôîðìå: {eikx}k∈Z, ðÿä Ôóðüå

f =
∑
k∈Z

cke
ikx, ck =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx.

Ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n:

Tn = span{cos(kx), sin(kx)}nk=0,

T C
n = span{eikx}nk=−n.
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ßñíî, ÷òî

Tn = {T ∈ T C
n : T (x) ∈ R ∀x} = {

n∑
k=−n

cke
ikx : ck ≡ c−k}.

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â L2 ïðîñòðàíñòâîì Tn äà¼òñÿ íà÷àëüíûì
îòðåçêîì ðÿäà Ôóðüå:

f ≈ Sn(f) =
a0
2

+
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx =
∑
|k|6n

cke
ikx.

Â äðóãèõ Lp íàõîæäåíèå íàèëó÷øåãî ïîëèíîìà � ñëîæíàÿ çàäà÷à!
Ïðèìåð: ñèñòåìà Õààðà â L2[0, 1]: h0 = 1, äàëåå ðàçáèâàþòñÿ íà �ïà÷-

êè�

hk,j(x) =

{
2k/2, j−1

2k
< x < j−1/2

2k
,

−2k/2, j−1/2
2k

< x < j
2k
.

Çàäà÷à: äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f 6≡ const íåâîçìîæíî, ÷òîáû
maxj hk,j = o(2−3k/2) ïðè k →∞.

Ïðèìåð: ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà rk(x) = (−1)xk , ãäå x =
∑∞

k=1 xk2
−k. Íå

ïîëíà (ïî÷åìó?).
Ïðèìåð: òðèã. ñèñòåìà {eikx} îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî |eikx| ≡ 1.

Ñóùåñòâóåò ëè âåùåñòâåííàÿ ñèñòåìà ñ òåì æå ñâîéñòâîì? Äà, íàïðèìåð,
ñèñòåìà Óîëøà: {rk1(x) · rk2(x) · . . . rks(x)}. Îíà óæå ïîëíà.

Ïðèìåð: ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ìîíîìîâ {1, x, x2, . . .} â L2[−1, 1] ïî-
ëó÷àåì ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà Pn(x). Îíè îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, íà-
ïðèìåð, Pn(x) = 0 èìååò n ðåøåíèé íà [−1, 1] (ïî÷åìó?).

Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñëó÷àé H = Rn. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Rn ðàçìåð-
íîñòè k çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé A ðàçìåðà n × k, â ñòîëáöû êîòîðîé çàïè-
ñàíû êîîðäèíàòû êàêîãî-ëèáî áàçèñà {v1, . . . , vk} ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà
L = {Az : z ∈ Rk}. Íàéä¼ì ìàòðèöó îïåðàòîðà PL : Rn → Rn. Èìååì
PLx =

∑k
i=1 zivi ñ íåèçâåñòíûì z ∈ Rk. Óñëîâèå x−PLx ⊥ L ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî x− PLx ⊥ vj, j = 1, . . . , k, òî åñòü

〈x, vj〉 = 〈PLx, vj〉 =
k∑
i=1

zi〈vi, vj〉, j = 1, . . . , k,
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÷òî â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê Atx = (AtA)z, îòêóäà z =
(AtA)−1Atx. (Ïî÷åìó ìàòðèöà AtA îáðàòèìà?) Îêîí÷àòåëüíî, PLx =
Az,

PLx = A(AtA)−1Atx.

Ïðèìåð: ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ (ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ). Èçâåñò-
íà �âûáîðêà� (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ïàð, ñîñòîÿùèõ èç âåêòîðîâ Xi ∈ Rk

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷èñåë Yi ∈ R. Òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü íåèç-
âåñòíóþ íàì çàâèñèìîñòü Y ≈ F (X) ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò X:

n∑
i=1

|Yi − 〈v,Xi〉|2 → min
v
.

Ìû äîëæíû ïðèáëèçèòü âåêòîð Y = (Y1, . . . , Yn)
t âåêòîðàìè âèäàXv, ãäå

â ìàòðèöåX ðàçìåðà n×k çàïèñàíû ïî ñòðîêàì âåêòîðàXi, i = 1, . . . , n..
Îòñþäà, îïòèìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò âèä:

Y ≈ X(XtX)−1XtX.

Ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû

Ïóñòü f =
∑
cke

ikx (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âåùåñòâåííàÿ, íî óäîá-
íåé âñ¼ ðàâíî ðàáîòàòü ñ êîìïëåêñíîé çàïèñüþ). Îïðåäåëèì íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå

En(f)L2 = inf
T∈Tn
‖f − T‖2 = ‖f −

∑
|k|6n

cke
ikx‖2 = (

∑
|k|>n

|ck|2)1/2

è ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ω(f, δ)L2 := sup
06h6δ

‖f(x+ h)− f(x)‖L2 .

Òåîðåìà (Äæåêñîí � ïðÿìàÿ òåîðåìà): Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
L2[0, 2π] èìååì En(f)L2 6 Cω(f, π/n)L2 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

‖f(x+h)−f(x)‖22 = ‖
∑

ck(e
ikh−1)eikx‖22 =

∑
|ck|2|eikh−1|2 =

∑
|ck|24 sin2 kh

2
.

Ïîëîæèì δn := π/n è óñðåäíèì ïî îòðåçêó [0, δn]:

ω2(f, δn) >
1

δn

∫ δn

0

‖f(x+ h)− f(x)‖22 dh = 4
∑
|ck|2

1

δn

∫ δn

0

sin2 kh

2
dh.
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Ïðè k > n ïîñëåäíèé èíòåãðàë

1

δn

∫ δn

0

sin2 kh

2
dh =

∫ 1

0

sin2 πkx

2n
dx > const.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ω2(f, δn) > C
∑
|k|>n

|ck|2.

Òåîðåìà (Áåðíøòåéí � îáðàòíàÿ òåîðåìà): Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
L2[0, 2π] èìååì

ω2(f, π/n)L2 6
C

n2

n∑
k=1

kE2
k−1(f)L2 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

‖f(x+ h)− f‖22 =
∑
|k|<n

|ck|24 sin2(kh/2) +
∑
|k|>n

|ck|24 sin2(kh/2) 6

6
∑
|k|<n

|ck|2k2h2 + 4
∑
|k|>n

|ck|2.

Îòêóäà

ω2(f, π/n) 6
π2

n2

n−1∑
k=1

(|ck|2 + |c−k|2)k2 + 4E2
n−1(f) =

=
π2

n2

n−1∑
k=1

k2(E2
k−1(f)− E2

k(f)) + 4E2
n−1(f).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ëåãêî îöåíèâàåòñÿ.
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